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1. Alapfogalmak

Differencidlegyenleteknek nevezziik az olyan egyenletet, amelyben egy vagy tobb fiigget-
len valtozo, ennek vagy ezeknek valamilyen ismeretlen fliggvénye vagy fiiggvényei és ennek a
fliggvénynek vagy fliggvényeknek a fiiggetlen valtoz6 vagy valtozok szerinti kézonséges vagy
parcialis derivaltja vagy derivaltjai szerepelnek. A differencidlegyenlet rendje a benne szerepld
legmagasabb rendd derivalt rendje.

A tovabbiakban a kozonséges differencidlegyenletek targyaldsaval fogunk foglalkozni. Ko-
zonséges differencial egyenletnek nevezziik az olyan fiiggvény egyenletet, amelyben az ismeretlen
fiiggvény (x(t)) egyvaltozos és derivéltjai is el6fordulnak az egyenletben a valtozo ugyanazon ¢
értékéneél.

Minden n-ed rendi kozonséges differencidlegynlet visszairhato n darab linearis kozonséges
differencialegyenletté.

Az
(1) = f(t, (1) (1.1)

els6rendii differencidlegyneletnek szemléletes geometriai jelentése van. Ha x(t) = ¢(t) az
egynelet megoldasa valamely I intervallumon, akkor ¢ (t) = f(t,(t)) teljesiil ¥t € I ese-
tén. Innen az adodik, hogy az x(t) = ¢(t) fiiggvény grafikonja a (to, p(to)) pontjahoz huzott
érint§jének irdnytangense f(to, p(to)).
Ez azt jelenti, hogy az x(t) = ¢(t) megoldasrol csak annyit tudunk, hogy a to € I pontban
a p(ty) értéket veszi fel, akkor grafikonjanak a (o, p(t9)) pontbeli érintGjét meg tudjuk adni.
Masként fogalmazva, az
t (tolt) eR? tel (1.2)

gorbe ty € I pontbeli érintévektora

(1.6 (t)) = (1 F(to, (ko)) . (13)

Megjegyzés. A tovabbiakban az x(tg)-ra az zo jelolést fogjuk hasznalni egyvaltozos esetben.

Igy, ha U C R? az f értelmezési tartomany, (to,z¢) € U, és a (ty,zo) ponton athalad az
egyenlet valamely z(t) = ¢(t) megoldasa, azaz ¢(ty) = xo, azaz akkor a t — (¢, p(t)) gorbe
érintGvektora a (o, x¢) pontban az (1, f(to, zo)) vektor.

Az f 1 U — R fliggvény ismeretében minden (tg,z9) € U ponthoz hozzarendeljiik az
(1, f(to, o)) vektort. Ezen vektorok Osszességét iranymezének nevezziik. Az (1.1) egyenlet
megoldasa ekvivalens a fenti irdAnymez6 megadasaval. Mi az egyenlet megoldasait keressiik.
A megoldasok olyan fiiggvények, amelyek simulnak az irdnymez6hoz, azaz ha x(t) = ¢(t)
megoldas I-n, és ¢(ty) = xo valamely (tp,z9) € U pontra, akkor (1.2) gorbe érintGje to-ban
éppen a vektormezd (tg, zo) pontjahoz hozzarendelt (1, f(to,xq)) vektora.

Olyan differencidlegyenleteket is vizsgalunk, amelyekben tobb ismeretlen fliggvény szerepel.



Egy ilyen az

x,(t) = folt,z1(t),...,za(t)), (1.4)
azaz tomorebben
X'(t) = F (t,X(t)) (1.5)

elsérend(i differencidlegyenlet-rendszer, ahol U C R"™ és f; : U — R, i € (1,...,n) adottak.
Az 21(t) = p1(t), ..., 2, (t) = @n(t) fliggvényeket az (1.4) rendszer egy megoldasanak nevezziik
valamely [ intervallumon, ha

1. ¢1,...,p, differencialhatok I-n
2. (t,or(t),...,on(t) €UVt el
3. os(t) = fi (t,1(t), ..., 0n(t)), Vt € I esetén.

Az (1.1) egyenlethez tartozo kezdetiérték-problémdnak (KEP) nevezziik azt a feladatot, ami-
kor adott az f értelmezési tartomanyéanak egy (to, zo) pontja, és az (1.1) egyenletnek egy olyan
x(t) = p(t) megoldéasat keressiik valamely I intervallumon, amelyre ¢ty € I és ¢(ty) = xq telje-
siill. Hasonloan értelmezziik a kezdetiérték-problémat kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
esetén.

1.1. Szétvalaszthato differencidlegyenletek

Legyen x(t) egy folytonos fiiggvény valamely I és g(x) egy folytonos fiiggvény valamely I
intervallumon, tovabba g(x) # 0 ha = € I,. Ekkor az

!

z (t) = f(t)g(x(t)) (1.6)
alaku elsérendd koézonséges differencidlegyenleteket szétvalaszthato valtozoju differencidlegyen-

leteknek nevezziik. Legyen h(x) := ﬁ. Tehat h(x(t))z'(t) = f(t). Ekkor a helyetesitéses

integralas szabalya szerint a kovetkezéképpen jarhatunk el:

/ h(()2 (£) dt = / h(x) de — / F(6)di + C. (1.7)

Vegyiik észre, hogy a baloldal csak x, mig a jobboldal csak t fiiggvénye. Lathatunk néhany
egyszerd példat a 4. fejezetben.

Homogénnek neveziik egy elsérendi lineéri differencidlegynletet, amennyiben
z'(t) + p(t)z(t) =0 (1.8)

alaku.



2. Kezdetiérték-probléma megoldasanak létezése és egyér-
telmitisége

2.1. Egy dimenzids eset

1. Tétel. (Picard-Lindelof) Tekintsiik a 1.5 alakua differencidlegyenlet-rendszert, ahol
F:U—-R U=lth—a,to+a] x{X € R| ||z — x| < b}, a kezdeti érték pedig legyen X (t9) =
Xy. Tegyiik fel, hogy F' folytonos U-n. Tovabba legyen F' lokalisan Lipschitz tulajdonsagu,
ami alatt azt értjiik, hogy Jc,V(t, X1), (t, X2) € U esetén igaz, hogy ||F(t, X1) — F(t, X2)|| <
c[| X1 — Xs||. Ekkor egyértelmiien létezik X (t) = X(t,to, Xo) megoldasa a KEP-nak, és ez a
megoldas folytonosan fiigg ¢y, Xo-t0l.

Bizonyitas. A bizonyitast két részre bontjuk. Kezdjiik a bizonyitast az egszitencia vizsgala-
taval

Irjuk at a KEP-et integralegyenletteé:

X)) =F(tX(t) = /X’(t)dt = /F(t,X(t))dt, (2.1)
megjegyezziik, hogy az integralasok ¢y és t kozott értendGk a tovabbiakban.
X(t) — X(to) = /F(t,X(t))dt = X(t) = Xo + /F(t,X(t))dt (2.2)
Hajtsunk végre egy szukcessziv approximéaciot, ¢o(t) := Xy, vezessiik be az A operétort a
kovetkezSképpen
Ap(t) = o)+ [ Flt.o(o)i (2.3
pi(t) = Api1(t) = @i(t) = A'po(t). (2.4)

Teljes indukcioval belathato, hogy ha ¢, (t) megoldas [to — h, ty + h| intervallumon, akkor ¢, 1
is megoldas. Ahol h := min(a,b/M) és M := max x)ecv ||[F(t, X)||. Lathato, hogy ¢y ilyen
tulajdonsagiu. A kovetkezd lépésként belatjuk, hogy (¢, ¢,(t)) € U, tegylik fel, hogy ez igaz
n-ig. Most tekintsiik n + 1-re

%ﬂm=%+/Fw%wm (2.5)

H%@—%Hz’VFw%®WHQ/WWWWMWF%M—MSb 26)

A bizonyitast a ¢, fliggvény sorozat, Cauchy konvergencidjanak igazolasaval folytatjuk. Azaz
belatjuk, hogy lim,, . ||¢n(t) —@(t)|| = 0, ahol t € [ty — h,to + h]. Hasznaljunk teljes indukci-
oval, tegyiik fel, hogy igaz az alabbi Osszefiiggés n-re:

CnM(t _ to)n+1

(n+1)! (2.7)

ln1(t) — en(@®)] <



Lathato, hogy teljesiil n = 1 esetén. Most belatjuk, hogy n + 1 esetén is fennall az Osszefiiggés:

lwsal®) = ool = || %o+ [ Flspmatds = o= [ Flspnlon

kihasznalhatjuk, hogy F' Lipschitz tulajdonsagt

figyelembe vessziik az indukcios feltevést is

i — ¢ n+1 n+1Mt_t n+2
< /C M5 — o) ds| = & ( 0) (2.8)
(n+1)! (n+2)!
A végeredményt 6nmagaban is értheté moédon Osszefoglaljuk a
puet = Xo+ [ Flson(s)ds = Xo+ [ F(s.p(s)) ds = ol 29)

Osszefiiggésben, mely egy iteracios eljarast ad a kozonséges differencidlegyenletek megoldéaséra.
Ezzel az egzisztenciat igazoltuk, attériink az unicitds bizonyitdsara. A bizonyitas lényegesen
leegyszertisodik, ha kimondjuk az tugynevezett Gronwlad-Bellmann Lemmat.

Lemma. Tegyiik fel, hogy u,v : [a,b] — R, valamint 0 < k, és u(t) < k + f; u(s)v(s)ds
teljesiilnek. Ekkor
t
u(t) < kelav(®ds, (2.10)
Osszefiiggés teljesiil, ami egy u-tol fiiggetlen felsGbecslés.
A bizonyitas az allitas atrendezésével és egy integral elvégzésvel torténik.

Térjiink vissz az unicitas bizonyitaséhoz, tegyiik fel, hogy ¢ és ¢ megoldésok a X(ty) = X
és X (tg) = Xo kezdeti feltételekhez.

o) = vl < [ Xo- %o + [1FG o6 = Flssvts))] ds
felhasznaltuk az integralegyenletes alakot és a haromszdgazonossagot
Alkalmazzuk a lemmat dgy, hogy a u szerepét a két megoldas kiilonbsége
t6lti be, valamint v a Lipschitz konstans
k= ||Xo— Xo||+€6, €>0

< (HXO — Xl + e) ef ot — (HXO — Xl + e> eclt=to), (2.11)

Azaz, ha Xy = X, akkor a megoldés egyértelmi ¢(t) = 1)(t).



2.2. Tobb dimenziéban

1. Tétel. (Picard-Lindelof) Tekintsiik a 1.5 alakua differencidlegyenlet-rendszert, ahol

F : U —- R,U = [to—a,tg+a] x {XeR"||lx—xo| <b}, a kezdeti érték pedig le-
gyen X(tg) = Xg. Tegyiik fel, hogy F folytonos U-n. Tovabbéa legyen F lokélisan Lip-
schitz tulajdonsagn, ami alatt azt értjiik, hogy e, V(¢t,Xy), (t,Xs) € U esetén igaz, hogy
IF(t, X)) — F(t,X5)|| < | Xy — Xs||. Ekkor egyértelmiien létezik X(t) = X(t, o, Xo) meg-
oldasa a KEP-nak, és ez a megoldas folytonosan fiigg ¢, Xo-tol.

Bizonyitas. A bizonyitast két részre bontjuk. Kezdjiik a bizonyitast az egszitencia vizsgala-
taval

frjuk at a KEP-et integralegyenletté:

X'(t) = F(t, X(t)) = /X’(t)dt = /F(t,X(t))dt, (2.12)
megjegyezziik, hogy az integralasok tq és t kozott értendsk a tovabbiakban.
X(1) = X(t) = / F(t, X(£)dt = X(£) = Xo + / (£, X(t))dt (2.13)
Hajtsunk végre egy szukcessziv approximaciot, ¢o(t) := Xy, vezessiik be az A operétort a
kovetkezSképpen
Ap(t) = p(t) + / F(t, p(t))dt (2.14)
pilt) = Apii(t) = @ilt) = A'go(t). (2.15)

Teljes indukcioval belathato, hogy ha ¢, (t) megoldas [ty — h, ty + h| intervallumon, akkor ¢, 1
is megoldas. Ahol h := min(a,b/M) és M := max,x)cv |[F(¢,X)|. Lathato, hogy ¢y ilyen
tulajdonsagia. A kovetkezd lépésként belatjuk, hogy (¢, ¢,(t)) € U, tegylik fel, hogy ez igaz
n-ig. Most tekintsiik n + 1-re

%H@:xw/fw%ww (2.16)

len(t) = Xoll = H/F(t wn(t))dt]] < I/IIF(L on(t))lldt] = M|t —to] <b. (2.17)

A bizonyitast a ¢, fliggvény sorozat, Cauchy konvergencidjanak igazolasaval folytatjuk. Azaz
belatjuk, hogy lim, . ||on(t) — @(t)|| = 0, ahol ¢ € [ty — h,ty + h]. Hasznaljunk teljes indukci-
oval, tegyiik fel, hogy igaz az aldbbi Osszefiiggés n-re:

"M (t —to)" !
lun) = putt)] < X0

Lathato, hogy teljesiil n = 1 esetén. Most belatjuk, hogy n + 1 esetén is fennall az Gsszefiiggés:

Xo + /F (5, ons1(s)) ds — Xo — /F (5, on(s)) ds

kihasznalhatjuk, hogy F Lipschitz tulajdonsagi

(2.18)

H90n+2(t) - Qon—l-l(t)H =

figyelembe vessziik az indukcios feltevést is
S /C CnM(S _ to)n+1 ds| — Cn—l—lM(t _ to)n+2
(n+1)! (n+2)!
7

(2.19)




A végeredményt 6nmagaban is értheté moédon Osszefoglaljuk a

o = Xo + / F (s, pu(s)) ds — Xo + / F (s, p(s)) ds = (1) (2.20)

Osszefiiggésben, mely egy iteracios eljarast ad a kozonséges differencidlegyenletek megoldéaséra.
Ezzel az egzisztenciat igazoltuk, attériink az unicitds bizonyitédsara. A bizonyitas lényegesen
leegyszertisodik, ha kimondjuk az tigynevezett Gronwlad-Bellmann Lemmat.

Lemma. Tegyiik fel, hogy u,v : [a,b] — R, valamint 0 < k, és u(t) < k + f; u(s)v(s) ds
teljesiilnek. Ekkor
u(t) < kelav(®)ds, (2.21)
Osszefiiggés teljesiil, ami egy u-t6l fliggetlen felsGbecslés.
A bizonyitas az allitas atrendezésével és egy integral elvégzésvel torténik.

Térjiink vissz az unicitas bizonyitaséhoz, tegyiik fel, hogy ¢ és 1 megolddsok a X(tg) = X,
és X(tg) = X kezdeti feltételekhez.

o) = vl < [|Xo-Xa| + [ IF(s.005) = Pls v ds
felhasznaltuk az integralegyenletes alakot és a haromszogazonossagot
Alkalmazzuk a lemmaét ugy, hogy a u szerepét a két megoldas kiilonbsége
tolti be, valamint v a Lipschitz konstans
ko= |Xo—Xoll +¢6 €>0

< (IXo = Koll +€) ef 4 = (|IXo — Ko + ) e, (2.22)

Azaz, ha X, = X, akkor a megoldas egyértelmi o(t) = o (t).



3. Konstans egyiithatés magasabbrendi homogén ko6zon-
séges differencialegyenletek

Tekintsiik a kévetkezd6 alakt kozonséges differencidlegyenletet:
anz'n)(t) 4+ - - + a1z (t) + apz(t) = 0. (3.1)
Keressiik a megoldast e* alakban, ekkor

ap\'eM 4+ - aheM + ageM = 0
Cln)\n + -+ (11)\ +ay = O, (32)

adodik, az eM-vel valo osztasnal nem kovettiink el hibat, mivel ez a kifejezés soha nem 0. A
(3.2) kifejezést karakterisztikus polinomnak nevezziik. Ha e’ és e' megoldas, akkor ezek
linearis kombinacioja is megoldas. Ha )\; = ), kétszeres karakterisztikus gyok, akkor a tet!
megoldas, hasonlé igaz magasabb multiplicitdsi karakterisztikus gyok esetén is.

Néhany allitast bizonyitas nélkiil megfogalmazunk, az aldbbi operatorok segitségével. Je-
lentse p az id§ szerinti egyszeres derivalas miveletét! Legyen

L(p) = anp" + ... arp + ag = L(p)(X(t)) = 0. (3.3)
Allitas.
(L(p) + M(p)) (t) = L(p)(e(t)) + M(p)(p(t))
(Lip)MPp))p(t) = (L(p) (M(p)(#(1)) (3-4)
Allitas.

L(p) (f()e) = e Lp+N)(f(1)) (3.5)
Néhany azonossag komplex gyokok esetére:
eM = Mt — pat bt — eat (cos(bt) 44 sin(bt)) (3.6)
ahol A\ = a + ib, a,b € R. Kénnyen lathato, hogy ha A gyok, akkor A\* is gyok. Igy gyakorta
hasznos a kovetkezs két Osszefiiggés:

eAt + eA*t e}\t A*t

5 = ™ cos(bt), = e sin(bt). (3.7)



4.

4.1.

Példak

Szétvalaszthato differencidlegyenletek

. Példa. Tekintsik a kovetkezd rendszert:

’ dx
=k — =kx. 4.1
x v, azaz x (4.1)
Legyen x(0) = a a vizsgalt kezdetiérték probléma. Rendezziik kiilonoldalra az z-es és t-s

tagokat. Igy
1dx

kx
Mindkét oldalt integralva In|z| = kt + ¢ a differencialegyenlet altalanos megoldasa. Ex-
ponencializalva és hasznalva a kezdeti feltételt a megoldasunk x(t) = ae'kt).

= dt (4.2)

Példa. Tekintsiik a kovetkezd rendszert:

z (t)z2(t) = 1. (4.3)
Lathato, hogy szétvalaszthato valtozoju differencilegyenlet, ezért f(t) =1 és g(z) = 5
valasztassal @ = f(t)g(x) alakra hozaté. Rendezziik at ezt az egyenletet (formalisan

dt-vel szorzunk), igy:
ridr = dt. (4.4)

Végezziik el az integralast, igy
3

% —t+C = x(t) = V3t +3C. (4.5)

Példa. Induljunk ki a

, 2xtlnx
differencialegyenletb6l. Mint lathatjuk f(f) = %5 és g(x) = zlnz valasztas esetén
x' = f(t)g(z) alaki egyenletet kapunk:
dr 2xtlnz dx 2t
dt 2 -1 xlnx t2-1 " (47)
integralassal adodik:
1
= 2t
Idr = ——dt
/ nz / 2 -1
\
In|lnz| = ln|t2 — 1| +InC (4.8)

10



4.2. Els6rendi linearis differencidlegyenletek megoldasa

Az
' (t) + p(t)a(t) = q(t) (4.9)

alaku differencidlegyenleteket elsérendd linearis differencidlegyenleteknek hivjuk. Itt feltételez-
ziik, hogy p(t) és q(t) fiiggvények folytonosak.

Az ilyen alaku egyenletek megoldasat a kovetkezs példan személéltetjiik:

te' + 3z = t2. (4.10)
Rendezziik az egyenletet, igy
;3
r + 7%= t. (4.11)

A megoldas két lépésbdl all, elgszor megoldjuk a homogén differencidlegyenletet (a megoldas
xp), majd ennek az altalanos megoldasédban eléforduld C' konstans helyére olyan C(t) fliggvényt
frunk, hogy tovabbra is megoldast kapjunk. Ily modon az eredeti egyenlet egy tigynevezett par-
tikularis megoldasahoz jutunk (x,) . Az &ltalanos megoldéast ugy kapjuk, hogy a homogén
egyenlet altalanos megoldasihoz hozzaadjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megolda-
sat.

Folytassuk tehat a homogén egyenélet megoldasaval

;3
¥+ Tx —0, (4.12)

latjuk, hogy ez szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet, és megoldasa xj, = t% Keressiink

most egy partikularis megoldast, ehhez sziikségiink van egy olyan C'(t) fliggvényre, amely esetén
x, megoldja az eredeti (inhomogén) egyenletet. Ezek szerint

nl) = 5 i
g (t) = =3CHt™+C ()3, (4.13)

amit helyettesitsiink vissza az eredeti (rendezett) inhomogén egyenletbe
C'(t™3 = 3C ()t + 30t =t, (4.14)

innen C(t) = % Eltekintetiink az integralasi konstans feltiintetésétsl, mert nekiink egy tetsz6-
leges partikularis megoldasra volt sziikségiink. Tehat z,(t) = C(¢)t2 = %, igy az altaldnos

megoldasunk
2

o (8) = on(t) + 2, (1) = b + % (4.15)

A megoldasnak ezt a modszerét konstansvariacios modszernek nevezziik.
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Ajanlott irodalom:

1.
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